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Kod
C1
C2

C3
C4

C5
C6

Cele ksztatcenia dla zajec

Cel
przekazanie wiedzy z zakresu rozwigzywania dowolnych uktadéw réwnan liniowych;

zapoznanie studentéw z rachunkiem na macierzach, algorytmami odwracania macierzy oraz powigzanymi
zagadnieniami;

zapoznanie studentdw z pojeciem wyznacznika macierzy i jego zastosowaniach;

zapoznanie studentdw z pojeciem przestrzeni liniowych nad dowolnym ciatem oraz powigzanymi
zagadnieniami;

zapoznanie studentdw z pojeciem przeksztatcenia liniowego oraz powigzanymi zagadnieniami;

przekazanie wiedzy z zakresu algebry liniowej, tj. zapoznanie studentéw z pojeciami, metodami
i twierdzeniami algebry liniowej oraz przygotowanie podstaw do innych przedmiotéw matematycznych.

Wymagania wstepne

Ukonczony przedmiot Wstep do geometrii.

Kod

Efekty uczenia sie dla zajec

Metody weryfikacji

Efekty uczenia sie dla osiagniecia efektow

Efekty uczenia sie dla zaje¢ w zakresie

Wiedzy - Student/ka:

wil

ul

u2

U3

u4

klerunku uczenia sie dla zajec
zna i rozumie podstawowe, jak i bardziej MAT K1 W01, Egzamin pisemny,
zaawansowane pojecia i twierdzenia algebry liniowej. | MAT_K1 W02, Kolokwium pisemne
MAT K1_WO05
Umiejetnosci - Student/ka:
potrafi rozwigzywaé poznanymi metodami dowolne MAT K1 _UO01, Egzamin pisemny,
uktady réwnan liniowych oraz okresli¢ rzad danej MAT_K1_U04 Kolokwium pisemne
macierzy, znalez¢ postacie zredukowane
potrafi wykonywac operacje na macierzach i stosowa¢ | MAT K1 UO1, Egzamin pisemny,
ich wtasnosci, znajdowa¢ macierz odwrotna za pomoca | MAT K1 _U04 Kolokwium pisemne
réznych metod, oblicza¢ wyznacznik macierzy
kwadratowych (réwniez wyznacznik macierzy nxn),
wykorzystywac wtasnosci wyznacznika
do rozwigzywania réznych zadan, potrafi zastosowac
wyznacznik (m.in. w celu obliczania rzedu macierzy).
potrafi rozréznia¢ struktury algebraiczne; okresli¢, czy | MAT K1 UO1, Egzamin pisemny,
dany zbidr jest podprzestrzenia liniowa dane;j MAT K1 U04 Kolokwium pisemne
przestrzeni liniowej, czy suma algebraiczna
podprzestrzeni liniowych jest suma prosta, itp.
potrafi badac liniowg zaleznos¢ wektoréw, znajdowaé¢ | MAT K1 UO1, Egzamin pisemny,
bazy i wymiary przestrzeni liniowych, znajdowad MAT K1 _UO04, Kolokwium pisemne
macierz przejscia od bazy do bazy, wyznaczac MAT K1 U08

wspdtrzedne wektoréw w bazie; opisywac
podprzestrzenie za pomocg réwnan liniowych,
wyznaczac cze$¢ wspblng podprzestrzeni,
wykorzystywac twierdzenie Steinitza o wymianie, itp.
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Kod

us

u6

u7

us

uo

ulo

ull

ulz

Efekty uczenia sie dla zaje¢ w zakresie

potrafi rozwigzywaé zadania zwigzane z macierzami
przeksztatcen liniowych, m.in. wyznacza¢ jadra

i obrazy przeksztatcen liniowych oraz znajdowac ich
bazy i wymiary.

potrafi rozwigzywac problemy zwigzane

z przestrzeniami ilorazowymi, m. in. stosowac |
twierdzenie o izomorfizmie, wyznacza¢ warstwy, baze
przestrzeni ilorazowej, jej wymiar, itp.

potrafi rozwigzywad zagadnienie wtasne dla macierzy
kwadratowych, jak réwniez dla endomorfizméw
liniowych; sprawdzaé czy dana przestrzen jest
niezmiennicza wzgledem endomorfizmu; sprowadzac
macierze do postaci diagonalnej i wykorzystywac to
przedstawienie macierzy; sprowadza¢ macierze

do postaci normalnej Jordana i wykorzystywac to
przedstawienie.

potrafi rozwigzywac problemy zwigzane z formami
dwuliniowymi/hermitowskimi m.in. znajdowac ich
radykaty, ich reprezentacje macierzowe itp.

potrafi rozwigzywac problemy wykorzystujac iloczyn
skalarny, m.in. wyznaczy¢ rzut prostopadty wektora
na podprzestrzeh w przestrzeni euklidesowej,
stosowac algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta,
znajdowac dopetnienie ortogonalne podprzestrzeni
przestrzeni euklidesowej, znajdowac kat miedzy
wektorami, itp.

potrafi rozwigzywaé zadania zwigzane z formami
kwadratowymi, m. in. doprowadzi¢ forme do postaci
kanonicznej poznanymi metodami, sprawdzi¢
okreslonos¢ formy o wspdtczynnikach rzeczywistych,
znalez¢ macierz formy kwadratowej, diagonalizowac
macierze symetryczne o wspétczynnikach
rzeczywistych, itp.

potrafi dowodzi¢ i formutowad podstawowe, jak

i bardziej zaawansowane fakty i twierdzenia algebry
liniowej oraz formutowad podstawowe, jak i bardziej
zaawansowane definicje algebry liniowej.

potrafi wykorzystywa¢ pojecia algebry liniowej w celu
rozwigzania probleméw matematycznych.

Efekty uczenia sie dla
kierunku

MAT K1_U01,
MAT K1_U04

MAT K1_U01,
MAT_K1_U04

MAT K1_U01,
MAT_K1_U04,
MAT K1_U08

MAT _K1_U01,
MAT K1_U04

MAT K1_U01,
MAT K1_U04,
MAT K1_UO05,
MAT K1_U08

MAT K1_U01,
MAT K1_U04,
MAT K1_U05

MAT K1_U01,
MAT_K1_U02,
MAT_K1_U04,
MAT K1_U12

MAT K1_U01,
MAT_K1_U04,
MAT_K1_U08,
MAT K1_U12

Tresci programowe dla zajec
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Metody weryfikacji
osiagniecia efektéow
uczenia sie dla zajec

Egzamin pisemny,
Kolokwium pisemne

Egzamin pisemny,
Kolokwium pisemne

Egzamin pisemny,
Kolokwium pisemne

Egzamin pisemny,
Kolokwium pisemne

Egzamin pisemny,
Kolokwium pisemne

Egzamin pisemny,
Kolokwium pisemne

Egzamin pisemny,
Kolokwium pisemne

Egzamin pisemny,
Kolokwium pisemne
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Lp.

Tresci programowe dla zajec

Macierze: macierz o m wierszach n kolumnach i
elementach/wspétczynnikach z dowolnego ciata.
Posta¢ zredukowana i catkowicie zredukowana
macierzy. Rzad macierzy. Operacje dodawania
macierzy, mnozenia macierzy przez skalar oraz
mnozenia macierzy. Macierz transponowana i
hermitowsko-sprzezona. Wtasnosci dziatah. Slad
macierzy. Macierze elementarne. Macierz odwrotna,
odwracalna, osobliwa, nieosobliwa. Algorytm
odwracania macierzy za pomoca operacji
elementarnych.

Ukfady réwnan liniowych: uktad réwnan liniowych o
wspotczynnikach z dowolnego ciata. Metoda eliminacji
Gaussa-Jordana rozwigzywania uktadéw réwnan.
Twierdzenie Kroneckera-Capellego.

Wyznaczniki: definicja i wtasnosci wyznacznika,
obliczanie za pomoca operacji elementarnych,
rozwiniecia Laplace'a, twierdzenie Cauchy'ego o
wyznaczniku iloczynu macierzy, zastosowania
wyznacznikéw: zwigzek z rzedem (metoda minoréw
obejmujgcych) i z odwracalnoscig macierzy, wzér
algebraiczny na macierz odwrotna, wzory Cramera,
wzOr permutacyjny na wyznacznik macierzy, wybrane
typy wyznacznikéw nxn, np. wyznacznik
Vandermonde'a, czy wyznacznik macierzy cyklicznej.

Przestrzenie liniowe: Przestrzen liniowa i
podprzestrzen liniowa. Opisywanie podprzestrzeni za
pomoca uktadéw réwnan liniowych. Uktad wektoréw
oraz kombinacja liniowa uktadu wektoréw. Powtoka
liniowa uktadu wektoréw. Liniowa niezaleznos¢ oraz
liniowa zalezno$¢ uktadu wektoréw. Baza i wymiar
przestrzeni liniowej, wspétrzedne wektora wzgledem
bazy. Twierdzenie Steinitza o wymianie. Suma prosta i
algebraiczna podprzestrzeni liniowych. Macierz
przejscia od bazy do bazy.

Przeksztatcenia liniowe + przestrzenie ilorazowe (w
tym macierze przeksztatcen liniowych):
przeksztatcenie liniowe, funkcjonat liniowy oraz
przestrzen dualna. Monomorfizm, epimorfizm i
izomorfizm przestrzeni liniowych oraz automorfizm i
endomorfizm/operator liniowy przestrzeni liniowe;.
Wiasnosci przeksztatcenia liniowego. Zadawanie
przeksztatcenia liniowego przez wartosci na bazie.
Przestrzenie przeksztatcen liniowych, dodawanie i
mnozenie przeksztatcenia liniowego przez skalar,
sktadanie przeksztatcen liniowych. Jadro i obraz
przeksztatcenia liniowego, wtasnosci jadra i obrazu.
Kazda przestrzen K-liniowa wymiaru n jest
izomorficzna z K™n, zwigzek wymiaru jadra z
wymiarem obrazu przeksztatcenia liniowego,
przestrzen ilorazowa V/W, | twierdzenie o izomorfizmie
dla przestrzeni liniowych. Macierz przeksztatcenia
liniowego w bazach, zmiana macierzy przeksztatcenia
przy zamianie baz.
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Efekty uczenia sie dla
zajec

W1, U1, Ul1, ul2, U2

W1, U1, Ul1, Ul12, U2

W1, U1, Ull, ul2, U2

W1, Ull, U12, U3, U4

W1, Ul1, U12, U5, U6

Formy zajec

Wyktad, Cwiczenia

Wyktad, Cwiczenia

Wyktad, Cwiczenia

Wyktad, Cwiczenia

Wyktad, Cwiczenia
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Lp. Tresci programowe dla zajec

Efekty uczenia sie dla

zajec Formy zajec

6. Zagadnienie wtasne (dla macierzy i endomorfizméw, w | W1, U11, U12, U7 Wyktad, Cwiczenia
tym diagonalizacja, posta¢ Jordana): macierze
podobne, wyznacznik i $lad endomorfizmu,
twierdzenie Cayleya-Hamiltona, wektory wtasne,
wartosci wiasne i ich krotnosci, podprzestrzenie
wtasne macierzy/endomorfizmu liniowego, wielomian
charakterystyczny, wielomian minimalny, macierze
diagonalizowalne, kryteria na diagonalizowalno$¢
macierzy, klatki Jordana, twierdzenie Jordana o postaci
kanonicznej macierzy endomorfizmu liniowego,
zastosowania. Podprzestrzenie niezmiennicze
wzgledem endomorfizmu.

7. Formy dwuliniowe, kwadratowe: Forma dwuliniowa, W1, Ull, U12, U8 Wyktad, Cwiczenia
forma hermitowska, radykat lewo- i prawostronny
formy, macierz formy w bazie, zmiana macierzy formy
przy zamianie bazy.

8. lloczyn skalarny, przestrzenie euklidesowe, unitarne: W1, Ul1, Ul2, U9 Wyktad, Cwiczenia
lloczyn skalarny, przestrzeh euklidesowa i unitarna,
algorytm ortogonalizacji Grama-Schmidta, rzut
prostopadty wektora na podprzestrzen w przestrzeni
euklidesowej, dopetnienie ortogonalne podprzestrzeni
przestrzeni euklidesowej, kat miedzy wektorami,
przeksztatcenia liniowe zachowujgce iloczyn skalarny,
izometrie liniowe, macierze ortogonalne, macierze
hermitowskie, przeksztatcenia i macierze unitarne.

9. Forma kwadratowa, macierz formy. Sprowadzanie W1, U10, Ul1, ul12 Wyktad, Cwiczenia

formy kwadratowej do postaci kanonicznej réznymi

metodami. Formy kwadratowe o wspétczynnikach

rzeczywistych i ich okreslonos$¢, twierdzenie

Sylvestera o bezwtadnosci, kryterium Sylvestera o

okreslonosci formy, diagonalizacja macierzy

symetrycznych o wspétczynnikach rzeczywistych.

Zastosowania: klasyfikacja stozkowych i kwadryk.

Forma zaje¢

Wyktad

Cwiczenia

Forma zajec

Wyktad

Informacje dodatkowe

Metody i formy prowadzenia zajec

Wyktad z prezentacjq multimedialna wybranych zagadnien, Wykfad konwersatoryjny, Wykfad
problemowy

Uczenie problemowe (Problem-based learning), Rozwigzywanie zadah (np.: obliczeniowych,
artystycznych, praktycznych), Metoda ¢wiczeniowa, Metoda aktywizujgca - "burza mézgéw"

Warunki zaliczenia zajec

W sesji egzaminacyjnej odbedzie sie egzamin pisemny.

Warunkiem dopuszczenia do egzaminu jest zaliczenie ¢wiczen, tj. uzyskanie co najmniej oceny
dostateczny (3.0).

Obowigzuje nastepujaca skala ocen:

bardzo dobry (bdb; 5,0): powyzej 90% punktéw mozliwych do uzyskania;

dobry plus (+db; 4,5): powyzej 80% punktéw mozliwych do uzyskania;

dobry (db; 4,0): powyzej 70% punktéw mozliwych do uzyskania;

dostateczny plus (+dst; 3,5): powyzej 60% punktéw mozliwych do uzyskania;

dostateczny (dst; 3,0): powyzej 50% punktéw mozliwych do uzyskania;

niedostateczny (ndst; 2,0): 50% punktdw mozliwych do uzyskania lub mniej.
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Forma zajec Warunki zaliczenia zajec

Cwiczenia Obecnos$¢ na ¢wiczeniach jest obowigzkowa.
W trakcie semestru odbeda sie dwa lub trzy kolokwia, za kazde bedzie mozna zdoby¢ 100
punktéw maksymalnie.
Nieusprawiedliwienie nieobecnosci na kolokwium skutkuje otrzymaniem za nie zera punktéw.
Prowadzacy moze nagradza¢ studentéw punktami za aktywnos¢, ktére beda na koncu
doliczane do otrzymanych punktéw z kolokwiéw.
0 ocenie kohcowej zadecyduje suma zdobytych punktéw wg nastepujacej skali:
bardzo dobry (bdb; 5,0): powyzej 90% punktéw mozliwych do zdobycia na kolokwiach;
dobry plus (+db; 4,5): powyzej 80% punktéw mozliwych do zdobycia na kolokwiach;
dobry (db; 4,0): powyzej 70% punktéw mozliwych do zdobycia na kolokwiach;
dostateczny plus (+dst; 3,5): powyzej 60% punktéw mozliwych do zdobycia na kolokwiach;
dostateczny (dst; 3,0): powyzej 50% punktdw mozliwych do zdobycia na kolokwiach;
niedostateczny (ndst; 2,0): 50% punktéw mozliwych do zdobycia na kolokwiach lub mniej.
Jesli student nie zaliczy ¢wiczen, to na koncu semestru odbedzie sie jedno kolowkium
poprawkowe.z catego semestru. W wypadku zaliczenia kolokwium poprawkowego, tj. zdobycia
powyzej 50% mozliwych do zdobycia, wynik procentowy bedzie obliczany nastepujacego:
max(50%, srednia arytmetyczna procentowego wyniku z ¢wiczeh <przed poprawg> i
procentowego wyniku poprawy).
Nastepnie stosowana bedzie wyzej napisana skala ocen.

Literatura
Obowiazkowa

1. Grzegorz Banaszak, Wojciech Gajda, Elementy Algebry Liniowej cz.1, Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, 2002
2. Grzegorz Banaszak, Wojciech Gajda, Elementy Algebry Liniowej cz.2, Wydawnictwo Naukowo-Techniczne, 2002
3. Jerzy Rutkowski, Algebra liniowa w zadaniach, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2008

Dodatkowa
1. William A. Adkins, Steven H. Weintraub, Algebra: An Approach Via Module Theory, GTM 136, Springer, 1992, 1999
2. Aleksiegj I. Kostrikin, Wstep do algebry 2, Algebra liniowa, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2004, 2021
3. Aleksiej I. Kostrikin, Zbiér zadan z algebry, Wydawnictwo Naukowe PWN, 2005, 2020
4. ).Chaber, R.Pol, GAL, skrypt MIMUW, Warszawa 2015
5. L. Strang, Introduction to linear algebra 6th ed., MIT 2023
6. G.E. Shilov, "Linear Algebra", revised English Edition & Edited by Richard A. Silverman, Dover Publications, Garen

City, New York, 1977

Naktad pracy studenta i punkty ECTS

Srednia liczba godzin* przeznaczonych

Rodzaje zajec studenta . . "
na zrealizowane rodzaje zajec

Wyktad 60
Cwiczenia 60
Czytanie wskazanej literatury 30
Przygotowanie do zajec 60
Przygotowanie do egzaminu 45
Przygotowanie do zaliczenia 45
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taczny naktad pracy studenta

Liczba punktéow ECTS

* godzina (lekcyjna) oznacza 45 minut
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Liczba godzin
300

ECTS
10
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Efekty uczenia sie dla kierunku

Kod

MAT K1_U01

MAT K1_U02

MAT K1_U04

MAT K1_UO5

MAT K1_U08

MAT K1 _U12
MAT K1 W01

MAT K1 W02

MAT K1 W05

Tresé

Absolwent/ka potrafi postugiwad sie formalizmem matematycznym przy definiowaniu poje¢, formutowaniu
twierdzen i budowie prostych modeli matematycznych

Absolwent/ka potrafi konstruowac logiczng argumentacje z klarowng identyfikacjg zatozen i konkluzji oraz
wykazac sie biegtoscig w zakresie réznych metod prowadzenia dowodu matematycznego

Absolwent/ka potrafi postugiwac sie narzedziami i aparatem algebry liniowej oraz abstrakcyjnej i stosowac
je w réznych dziatach matematyki i innych obszarach wiedzy

Absolwent/ka potrafi postugiwad sie pojeciami i twierdzeniami geometrii i stosowad je w réznych dziatach
matematyki i innych obszarach wiedzy

Absolwent/ka potrafi rozpoznawac i rozwigzywad problemy, w tym zagadnienia praktyczne, ktére mozna
rozstrzygna¢ z uzyciem narzedzi matematycznych

Absolwent/ka potrafi formutowac opinie na temat podstawowych zagadnieh matematycznych i
wyttumaczy¢ ich konsekwencje niespecjalistom

Absolwent/ka zna i rozumie cywilizacyjne znaczenie matematyki i jej zastosowan

Absolwent/ka zna i rozumie teorie matematyczne w stopniu umozliwiajagcym stosowanie formalizmu
matematycznego do rozwigzywania probleméw z réznych obszaréw wiedzy

Absolwent/ka zna i rozumie podstawowe pojecia, reguty i twierdzenia algebry abstrakcyjnej i liniowej oraz
geometrii
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