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Kod Cel

Cele ksztatcenia dla zajec

C1 Celem przedmiotu jest zapoznanie studentéw z podstawami multiplikatywnej teorii liczb tj. zagadnieniami
zwigzanymi z liczbami pierwszymi, ich rozmieszczeniem oraz rozktadem liczb naturalnych na czynniki.
Centralnym punktem wyktadu bedg funkcje multiplikatywne, ktére sg efektywnym narzedziem do badania
arytmetyki liczb naturalnych.

C2 Przedstawione zostang rézne metody pozwalajgce uzyskac oszacowania oraz wzory asymptotyczne dotyczace
funkcji multiplikatywnych i ich wartosci srednich. Wyniki te zostang zastosowane do uzyskania pewnych
informacji dotyczacych rozmieszczenia liczb pierwszych.
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Wymagania wstepne

Znajomos¢ podstawowych pojec teorii liczb, algebry i analizy matematyczne;.

Kod

Efekty uczenia sie dla zaje¢ w zakresie

Wiedzy - Student/ka:

W1

w2

W3

w4

W5

Zna rézne dowody nieskohczonosci zbioru liczb
pierwszych, w szczegélnosci te oparte na wynikach

z analizy matematyczne;j.

Zna i rozumie podstawowe definicje i twierdzenia
dotyczace funkcji arytmetycznych. Zna wtasnosci

i rozumie istote splotu Dirichleta. Zna podstawowe
zwiazki miedzy funkcjami arytmetycznymi, w tym
formute odwrotna Mobiusa. Zna podstawowe
wiasnosci i przyktady funkcji multiplikatywnych.

Zna metode sumowania przez czesci oraz formute
sumacyjng Eulera-Maclaurina.

Zna twierdzenie Czebyszewa oraz jego zastosowania.
Zna twierdzenia Mertensa dotyczace rozmieszczenia

liczb pierwszych.

Zna metody analizy rzeczywistej, ktére mozna
wykorzysta¢ do badania rozmieszczenia liczb
pierwszych oraz wykazania innych waznych wynikéw
dotyczacych arytmetyki liczb catkowitych.

Umiejetnosci - Student/ka:

ul

u2

U3

Potrafi wykorzysta¢ podstawowe zagadnienia teorii
liczb, algebry i analizy matematycznej

do udowodnienia prostych wtasnosci dotyczacych
rozmieszczenia liczb pierwszych, w szczegélnosci
do udowodnienia nieskonczonosci zbioru liczb
pierwszych oraz wykorzystac te rozumowania

do uzyskania prostych oszacowan liczby liczb

pierwszych

Potrafi podac liczne przyktady funkcji arytmetycznych.
Umie dokonac¢ splotu Dirichleta dwéch funkcji
arytmetycznych oraz wyznaczy¢ element odwrotny
wzgledem splotu Dirichleta.

Potrafi wykorzysta¢ podstawowe wiasnosci catki
Riemanna-Stieltjesa do oszacowania wartosci $rednich
pewnych funkcji arytmetycznych, w szczegdlnosci
umie zastosowaé metode sumowania przez czesci oraz
formute sumacyjna Eulera-Maclaurina. Potrafi
wyprowadzi¢ wzdér Stirlinga.

Wygenerowano: 2025-06-08 07:24

Efekty uczenia sie dla zajec

Efekty uczenia sie dla
kierunku

MAT K1 W02,
MAT_K1_WO03,
MAT_K1_W05

MAT K1_W02,
MAT_K1_WO03,
MAT_K1_W05

MAT K1 W02,
MAT K1_WO03,
MAT_K1_W05

MAT K1_W02,
MAT_K1_W03,
MAT_K1_W05

MAT_K1_WO01,
MAT_K1_W02,
MAT K1_WO03,
MAT_K1_W05

MAT K1_U01,
MAT K1_U02,
MAT K1_U03,
MAT K1_U04,
MAT _K1_U06,
MAT K1_U08,
MAT K1_U10

MAT K1_U01,
MAT K1_U02,
MAT K1_U03,
MAT K1_U04,
MAT K1_UO06,
MAT K1_U10

MAT K1_U01,
MAT_K1_U02,
MAT_K1_U03,
MAT_K1_U04,
MAT_K1_U06,
MAT_K1_U08,
MAT K1_U10

Metody weryfikacji
osiagniecia efektéow
uczenia sie dla zajec

Egzamin ustny, Egzamin
z "otwarta ksigzka",
Kolokwium pisemne

Egzamin ustny, Egzamin
z "otwarta ksiazka",
Kolokwium pisemne

Egzamin ustny, Egzamin
z "otwarta ksigzka",
Kolokwium pisemne

Egzamin ustny, Egzamin
z "otwartg ksigzka",
Kolokwium pisemne

Egzamin ustny, Egzamin
z "otwarta ksigzka",
Kolokwium pisemne

Egzamin ustny, Egzamin
z "otwartg ksigzka",
Kolokwium pisemne

Egzamin ustny, Egzamin
z "otwarta ksigzka",
Kolokwium pisemne

Egzamin ustny, Egzamin
z "otwarta ksigzka",
Kolokwium pisemne
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Kod

u4

us

Efekty uczenia sie dla zaje¢ w zakresie

Rozumie twierdzenie Czebyszewa oraz potrafi go
zastosowac do innych probleméw. Potrafi udowodni¢
postulat Bertranda. Rozumie znaczenie twierdzenia
Mertensa dotyczace rozmieszczenia liczb pierwszych
oraz potrafi wykorzysta¢ wyniki z analizy funkgcji
rzeczywistych do ich udowodnienia.

Potrafi wykorzysta¢ metody analizy rzeczywistej

do odpowiedzi na pytania dotyczgce arytmetyki liczb
naturalnych, w szczegélnosci rozmieszczenia liczb
pierwszych.

Kompetencji spotecznych - Student/ka:

K1l

Lp.

Jest gotéw/gotowa do samodzielnego studiowania
teorii liczb na zaawansowanym poziomie.

Efekty uczenia sie dla
kierunku

MAT K1_U01,
MAT K1_U02,
MAT K1_U03,
MAT K1_U04,
MAT _K1_U06,
MAT K1_U08,
MAT K1_U10

MAT K1_U01,
MAT K1_U02,
MAT K1_U03,
MAT K1_U04,
MAT K1_UO06,
MAT K1_U08,
MAT K1_U10

MAT K1 K01,
MAT K1 K02,
MAT K1 K03,
MAT K1 K04,
MAT_K1_K06

Tresci programowe dla zajec

Tresci programowe dla zajec

Asymptotyczne tempo wzrostu funkcji, notacja duzego
0, matego o oraz symbole Winogradowa.
Zastosowanie tych poje¢ do poréwnywania
asymptotyki dwéch funkcji.

Twierdzenie o istnieniu nieskofczenie wielu liczb
pierwszych oraz liczne dowody tego faktu
wykorzystujace rézne wtasnosci z teorii liczb, algebry i
analizy matematycznej. W szczegdlnosci, dowdd
Eulera wykorzystujacy rozbiezno$¢ szeregu
harmonicznego. Dowdd rozbieznosci szeregu
odwrotnosci liczb pierwszych. Zastosowanie tych
rozumowan do uzyskania prostych oszacowan na
liczbe liczb pierwszych

Podstawowe metody sita, w szczegdlnosci sito
Legendre’a oraz wykorzystanie zasady wtgczania-
wytgczania i podstawowych wtasnosci funkcji Mobiusa
do oszacowania liczby liczb pierwszych i liczby liczb
bezkwadratowych.

Definicja i przyktady funkcji arytmetycznych. Definicja
i wtasnosci splotu Dirichleta. Wyznaczanie elementéw
odwracalnych wzgledem splotu Dirichleta. Formuta
odwrotna Mdébiusa. Definicja i podstawowe wtasnosci
funkcji von Mangoldta i jej zwigzek funkcja
logarytmiczna.
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Efekty uczenia sie dla
zajec

W1, W2, W3, W4, W5,
Ul, U2, U3, U4, U5, K1

W1, U1, K1

W2, W5, U5, K1

W2, U2, K1

Metody weryfikacji
osiagniecia efektéow
uczenia sie dla zajec
Egzamin ustny, Egzamin
z "otwartg ksigzka",
Kolokwium pisemne

Egzamin ustny, Egzamin
z "otwarta ksigzka",
Kolokwium pisemne

Egzamin ustny, Egzamin
z "otwarta ksiazka",
Kolokwium pisemne

Formy zajec

Wyktad, Cwiczenia

Wyktad, Cwiczenia

Wyktad, Cwiczenia

Wyktad
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Efekty uczenia sie dla

Lp. Tresci programowe dla zajec zajec Formy zajec
5. Definicja i przyktady funkcji multiplikatywnych. W2, U2, K1 Wyktad, Cwiczenia
Twierdzenie o multiplikatywnosci splotu dwdch funkgji
multiplikatywnych oraz odwrotnosci wzgledem splotu
funkcji multiplikatywnej. Zastosowanie tych wtasnosci
do wyprowadzania wzoréw ogdlnych dla pewnych
funkcji multiplikatywnych.
6. Podstawowe wtasnosci catki Riemanna-Stieltjesa oraz | W3, W5, U3, U5, K1 Wyktad, Cwiczenia
ich zastosowanie do wyprowadzenia wzoru na
sumowanie przez czesci. Sumowanie Abela.
Zastosowanie sumowania przez czesci do pokazania
zwigzku miedzy liczbg liczb pierwszych oraz funkcjami
theta i Psi Czebyszewa.
7. Definicja i podstawowe wtasnosci wielomianéw i liczb | W3, W5, U3, U5, K1 Wyktad, Cwiczenia
Bernoulliego. Formuta sumacyjna Eulera-Maclaurina
oraz jej zastosowanie do wyprowadzenia wzoru
asymptotycznego dla sumy czeSciowej szeregu
harmonicznego oraz wzoru Stirlinga.
8. Twierdzenie Czebyszewa dotyczgce asymptotyki liczby | W4, W5, U4, U5, K1 Wyktad, Cwiczenia

liczb pierwszych. Omdwienie optymalizacji statych
pojawiajgcych sie w twierdzeniu Czebyszewa. Postulat
Bertranda. Twierdzenia Mertensa dotyczace
rozmieszczenia liczb pierwszych.

Informacje dodatkowe

Forma zaje¢ Metody i formy prowadzenia zaje¢

Wyktad Wyktad z prezentacjq multimedialng wybranych zagadnien, Wyktad konwersatoryjny, Dyskusja
Cwiczenia Rozwigzywanie zadan (np.: obliczeniowych, artystycznych, praktycznych), Metoda ¢éwiczeniowa
Forma zaje¢ Warunki zaliczenia zaje¢

Wyktad Zdanie egzaminu ustnego oraz zaliczenie czesci ¢wiczeniowej.

Skala ocen jest nastepujaca:

* bardzo dobry (bdb; 5,0) - powyzej 90% punktéw

¢ dobry plus (+db; 4,5) - powyzej 80% punktéw

¢ dobry (db; 4,0) - powyzej 70% punktow

* dostateczny plus (+dst; 3,5) - powyzej 60% punktéw
* dostateczny (dst; 3,0) - powyzej 50% punktéw

* niedostateczny (ndst; 2,0) - 50% punktéw lub mniej

Cwiczenia Zdobycie co najmniej 50% mozliwych punktéw z kolokwium pisemnego.
Skala ocen jest nastepujaca:
* bardzo dobry (bdb; 5,0) - powyzej 90% punktéw
* dobry plus (+db; 4,5) - powyzej 80% punktéw
* dobry (db; 4,0) - powyzej 70% punktéw
* dostateczny plus (+dst; 3,5) - powyzej 60% punktéw
* dostateczny (dst; 3,0) - powyzej 50% punktéw
* niedostateczny (ndst; 2,0) - 50% punktéw lub mniej
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Literatura
Obowiazkowa

1. T.M. Apostol, Introduction to Analytic Number Theory, Undergraduate Texts in Mathematics, Springer-Verlag New
York, 1976.

2. H.L. Montgomery, R.C. Vaughan, Multiplicative Number Theory | : Classical Theory, Cambridge University Press, 2006.

3. W. Narkiewicz, Teoria liczb, 3 wydanie, Wyd. Nauk. PWN, 2003.

Dodatkowa

1. W. Narkiewicz, The Development of Prime Number Theory, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2000.
2. M.B. Nathanson, Elementary Methods in Number Theory, Graduate Texts in Mathematics 195, Springer-Verlag New
York, 2000.

Naktad pracy studenta i punkty ECTS

Srednia liczba godzin* przeznaczonych

Rodzaje zajec studenta na zrealizowane rodzaje zajec

Wyktad 30
Cwiczenia 30
Czytanie wskazanej literatury 20
Przygotowanie do zajec 25
Przygotowanie do egzaminu 10
Przygotowanie do zaliczenia 15
Przygotowanie projektu 10

Liczba godzin

taczny nakiad pracy studenta 140

ECTS

Liczba punktéw ECTS 5

* godzina (lekcyjna) oznacza 45 minut
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Efekty uczenia sie dla kierunku

Kod

MAT K1 _KO1

MAT K1_K02

MAT K1_K03
MAT K1_K04

MAT K1 _K06

MAT K1_U01

MAT K1_U02

MAT K1_U03

MAT K1_U04

MAT K1_U06

MAT K1_U08

MAT K1_U10

MAT K1 W01
MAT K1 W02

MAT K1_W03

MAT K1 W05
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Tresé

Absolwent/ka jest gotéw/gotowa do uznania ograniczenia wiasnej wiedzy i zrozumienia potrzeby dalszego
ksztatcenia

Absolwent/ka jest gotdw/gotowa do precyzyjnego formutowania pytan stuzgcych pogtebieniu zrozumienia
danego zagadnienia

Absolwent/ka jest gotéw/gotowa do wyjasniania znaczenia matematyki i jej osiggniec
Absolwent/ka jest gotéw/gotowa do samodzielnego wyszukiwac informacje w literaturze i bazach danych

Absolwent/ka jest gotédw/gotowa do samodzielnego formutowania opinii i przyjmowania postawy krytycznej
w zagadnieniach, w ktérych znaczaca role odgrywa matematyka lub uzywa sie jezyka matematyki

Absolwent/ka potrafi przedstawia¢ tresci matematyczne w mowie i w pismie, formutowac twierdzenia i
definicje

Absolwent/ka potrafi objasnia¢, interpretowac ztozone wypowiedzi z uzyciem matematycznej notacji i
jezyka oraz formutowad problemy w postaci symbolicznej, utatwiajgcej ich analize i rozwigzanie

Absolwent/ka potrafi konstruowac logiczng argumentacje z klarowng identyfikacjg zatozen i konkluzji oraz
wykazac sie biegtoscig w zakresie réznych metod prowadzenia dowodu matematycznego

Absolwent/ka potrafi postugiwad sie narzedziami i aparatem logiki matematycznej, teorii mnogosci z
uwzglednieniem algebry zbioréw, rachunku kwantyfikatoréw, relacji porzadkujgcych i relacji réwnowaznosci
w poznanych dziatach matematyki oraz w innych dziedzinach wiedzy

Absolwent/ka potrafi operowac pojeciem liczby, zwtaszcza rzeczywistej i zespolonej, arytmetyka liczb
catkowitych oraz rozwigzywac podstawowe typy réwnan algebraicznych w réznych zbiorach liczb

Absolwent/ka potrafi postugiwac sie narzedziami i aparatem teorii funkcji rzeczywistych jednej i wielu
zmiennych oraz funkcji zmiennej zespolonej z uwzglednieniem rachunku granic, pochodnych i catek, a
takze stosowac je w poznanych dziatach matematyki oraz w innych dziedzinach wiedzy

Absolwent/ka potrafi postugiwad sie narzedziami i aparatem teorii liczb, algebry liniowej i abstrakcyjnej, z
uwzglednieniem klasycznych struktur algebraicznych, takich jak grupy, pierscienie i ciata, oraz geometrii i
topologii

Absolwent/ka zna i rozumie cywilizacyjne znaczenie matematyki i jej zastosowan
Absolwent/ka zna i rozumie role i znaczenie dowodu w matematyce, a takze istotnos¢ zatozen

Absolwent/ka zna i rozumie podstawowe pojecia, reguty, twierdzenia i algorytmy z dziatéw matematyki
objetych programem studiéw

Absolwent/ka zna i rozumie podstawowe pojecia i metody logiki matematycznej oraz teorii mnogosci, a
takze podstawowe pojecia, reguty i twierdzenia analizy matematycznej, w tym rachunku rézniczkowego i
catkowego funkcji rzeczywistych jednej i wielu zmiennych, algebry liniowej i abstrakcyjnej, geometrii i
topologii oraz matematyki dyskretnej
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